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关于 Smarandache 可 求 和 因 效 对 问题 
李 珍 
(陕西 工 业 职 业 技 术 学 院 基础 部 ,陕西 咸阳 712000) 


摘要 :对 任意 正 整数 ”, 设 Z&0z) 表示 7 的 Dirichlet 除数 丁 数 , 即 就 是 2 的 所 有 不 同 正 因数 的 个 数 . 著名 的 
Smarandache 可 求 和 因数 对 问题 是 指 : 是 否 存在 无 穷 多 个 正 整数 及 ”使 得 ZL) 十 &ozm) = dd 十 2)， 
其 中 (zz = 1. 利 用 初等 方法 以 及 著名 的 陈景润 定理 研究 这 一 问题 , 即 证 明 存 在 无 穷 多 个 正 整数 盖 及 
7 且 (0,2) 过 2, 使 得 do) 十 do = dm 十 2 ,其 中 (2) 表示 加 和 7 的 最 大 公约 数 . 从 而 将 Amarnath 
Murthy 及 Charles Ashbacher 提出 的 一 个 猜想 做 出 了 实质 性 进展 . 
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1 引言 及 结论 


对 于 任意 正 整数 ” 设 &dCz) 表示 7 的 Dirichlet 除数 函数 . 即 就 是 ”的 所 有 不 同 正 因数 的 个 数 . 例如 
dl1) 一 0,d2) 一 2,d3) 一 2,dC4) 一 3,C&5) 一 2,d06) 一 4,d7) 一 2,0d08) 一 4,d9) 一 3,dC10) 一 
4,d(11) = 一 2,d(012) 一 6,…. 这 一 本 数 在 算术 函 数 性 质 的 研究 中 占有 十 分 重要 的 位 置 , 它 与 许多 著名 的 经 
典 数 论 问 题 密切 相关 ,因而 受到 不 少数 论 专 家 的 重视 和 关注 ,并 取得 了 不 少 具 有 重要 理论 意义 的 研究 成 
果 " 5 . 文献 [1] 给 出 渐 近 式 

> CC7m) 一 zlnz 十 (27y 一 1)z 十 AGCz) = zlnz 十 (2y 一 1)z 十 OCVz)， 
其 中 yy 为 Euler 常数 . 
文献 [2] 证 明了 更 强 的 估计 式 >)& az) 一 zlnz 十 (27y 一 1] 并 十 OGCz722(lnz)88 空 )， 
文献 L3] 研究 了 误差 项 ACz) 的 积分 均值 问题 ,证 明了 渐 近 式 
| seed 一 oT 十 OCTln 了 T)， 


其 中 “一声 六 乞 玉 .有 关 画 数 (7) 的 进一步 性 质 ,可 参阅 文献 [7-8]， 
7 一 工 


另 一 方面 ,Amarnath Murthy 及 CharlesAshbacher 在 文献 L19 ] 中 引入 了 Smarandache 可 求 和 因数 对 
(CSSDP) 的 概念 : 即 就 是 一 对 正 整数 闷 及 2” 它们 满足 方程 ZLCz) 十 dz = 一 民 2 十 2 .同时 他 们 提出 了 下 面 
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2 个 猜想 : 

崩 想 A 存在 无 穷 多 个 正 整数 效 及 ”它们 是 Smarandache 可 求 和 因数 对 ; 

猜想 B 对 任意 正 整数 盖 ,是 否 存 在 正 整 数 ”, 使 得 ZL ) 十 dz) 一 &C7 十 2). 

关于 这 2 个 猜想 ,至今 似乎 没有 人 研究 ,至 少 没 有 在 现 有 的 文献 中 见 到 !' 示 文 认为 这 2 个 猜想 有 一 定 
的 意义 , 它 揭 示 了 Dirichlet 除数 本 数 在 一 些 特殊 整数 上 的 可 加 性 质 . 然而 ,这 2 个 猜想 很 不 严密 ,事实 上 如 
果 对 整数 ”和 ?7 不 加 任何 条 件 限制 ,那么 猜想 A 非常 容易 证 明 . 例如 设 之 是 任意 一 个 大 于 5 的 素数 ,那么 
8 一 30 十 50, 此 时 显然 有 恒等式 

由 二 让 
由 于 存在 无 穷 多 个 素数 > 5 ,所 以 存在 无 穷 多 组 整数 对 妈 王 3 和 7 三 50, 使 得 LO) 十 &C2) 一 dd 十 
7). 这 样 便 证 明了 猜想 A. 

为 了 使 猜想 A 更 加 合理 , 提 法 更 严密 ,不妨 对 正 整 数 ”和 ?增加 一 些 条 件 限 制 ， 

猜想 C 存在 无 穷 多 个 正 整 数 交 及 ” 且 (m,z) = 1, 使 得 Lp) 十 dz) 一 CC 十 2). 

对 于 猜想 C, 目 前 还 没有 找到 合适 的 证 明 方 法 . 不 过 用 著名 的 陈景润 定理 可 以 得 到 下 面 的 阶段 性 成 果 : 

定理 1 存在 无 穷 多 个 正 整数 闷 及 ” 且 (mw,7z) 入 2, 使 得 方程 LCz) 十 da) = 4 十 2) 成 立 , 其 中 
d(2) 为 寻 的 Dirichlet 除数 本 数 ,(0,2) 表示 加 和 ?72 的 最 大 公约 数 . 

显然 定理 1 对 猜想 C 做 出 了 实质 性 进展 . 对 于 猜想 B, 目 前 还 没有 做 出 任何 有 意义 的 工作 ,因此 说 它 仍 
然 是 一 个 公开 的 问题 . 此 外 ,还 可 以 利用 定理 1 的 证 明 方 法 处 理 其 他 本 数 ,例如 函数 2(z) ,同样 可 以 得 到 
下 面 的 : 

定理 2 存在 无 穷 多 个 正 整 数 ): 及 7 且 (m,”) 过 2, 使 得 方程 020) 十 202) =002 十 2) 成 立 , 其 中 
0(72) 表示 7” 的 所 有 素 因 数 的 个 数 ( 包 括 重 数 在 内 ). 


2 定理 的 证 明 


2.1 引 理 

为 方便 定理 的 证 明 , 需 要 解析 数论 中 著名 的 陈景润 定理 ,其 证 明 参 阅 文献 [101]. 

引 理 1 任意 充分 大 的 正 整 数 2N 一 定 可 以 表示 成 2N = 记 十 六 或 者 2N = 思 十 六 jp ,其 中 力 , 
及 加; 表示 3 个 不 同 的 素数 . 
2.2 定理 1 证 明 


事实 上 由 除数 本 数 Z&Cz) 的 定义 知 当 ? 的 标准 分 解 式 为 ?2 一 pp2 0 … 太 时 ,ddC2) 一 (Co 十 1)(Cas 十 
1)…(ow 十 185. 现在 对 任意 充分 大 的 奇 素数 2, 由 陈 氏 定理 可 知 一 定 存在 2 个 不 同 的 素数 入 及 刀 , 使 得 
4 = Di 十 (1) 

或 者 存在 3 个 不 同 的 素数 ,站 及 ; ,使 得 
4 一 六 十 刀 0. (2) 


现在 分 两 种 情况 讨论 : 

(1) 当 式 (1) 成 立时 ,有 恒等式 82 = 22 十 22. 此 时 ,显然 408p) = (3 十 1)， (1 十 1) 一 8,dC20) 王 
(十 1).。(1 二 1) = 一 4,d2p) 一 (1 十 1)。(1 十 1) 一 4. 从 而 有 恒等式 dC22) 十 CdC22) 一 8 一 d080). 
此 时 , 取 和 = 王 2 站 2 一 22 十 2 一 2(0 十 四 ) 王 80 从 而 有 (2) 一 2 且 

d(7) 十 Ca) 一 CC 十 1). 《3J) 

(2) 当 式 (2) 成 立时 ,有 恒等式 42 = 名 十 加 加 :此 时 取 冯 三 记 守 一 加 加 , 则 冯 十 三 思 十 六 2 一 
40,d02) 一 dp) 一 2,d00) = 一 db) 一 (1 十 1)。(1 二 1) 一 4,dCO2 十 2) = 一 dd4p) 一 (2 十 1) 。(]1 十 
1) 王 6 且 (:,z) = 王 1. 从 而 也 有 恒等式 

d(71) 十 CC2) 一 CC 十 1). (4) 
对 任意 充分 大 的 素数 ,显然 式 (3) 或 者 式 (4) 至 少 有 一 个 成 立 .因而 至 少 有 一 组 Smarandache 可 求 和 对 7 
及 7 且 (,2) 过 2 ,使 得 ZL) 十 do) =d(C2 十 2). 再 由 著名 的 素数 分 布 定理 知 素 数 的 个 数 有 无 穷 多 个 ， 
从 而 定理 1 成 立 . 
2.3 定理 2 的 证 明 
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设 是 一 个 充分 大 的 素数 . 考虑 偶数 2. 由 陈 氏 定理 知 一 定 存 在 2 个 不 同 的 素数 如 及 刀 ,使 得 
攻 为 ”0 (5) 
或 者 存在 3 个 不 同 的 素数 ,总 及 ; ,使 得 
2752” 一 站 十 D03. (6) 
仍然 分 两 种 情况 讨论 : 

(1) 当 式 (5) 成 立时 ,有 恒等式 4 畏 = 2 十 22 .此 时 ,显然 2(422) 一 2 十 2 一 4,0(020) 一 1 十 1 一 
2,2(22) =1 十 1 一 2. 从 而 有 恒等式 2(22) 十 D(022) 一 4 一 00452). 此 时 , 取 m2 一 2272 一 2072 十 
7 一 2( 思 十 交 ) 一 452. 这 时 有 (2z) 一 2, 而 且 

0) 十 02) 一 0(072 十 1). (7) 

《2) 当 式 (6) 成 立时 ,有 恒等式 2 祖 = 广 十 加 加 .此 时 取 产 三 广 当 二 力 p, 则 冯 十 关 一 力 十 力 p 一 
202,002) 一 Op) 一 1000) 一 Op 加) 一 2,002 十 0) 一 00202) 一 1 十 2 一 3. 此 时 显然 (zz) = 1， 
而 且 也 有 恒等式 


0) 十 02) 一 0(07 十 1). (8) 
对 任意 充分 大 的 素数 2, 显然 式 (7) 或 者 式 (8) 至 少 有 一 个 成 立 . 因而 至 少 对 应 一 组 Smarandache 可 求 和 对 
7M] 和 7 且 (2,2) 过 2, 使 得 202) 十 202) =002 十 2). 由 于 存在 无 穷 多 个 素数 2 ,所 以 定理 2 成 立 . 
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On the Smarandache summable divisor pairs 
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Abstract:For any positive integer 2 ,let &(C2) denotes the Dirichlet divisor function. That is，C (2 ) 一 >71 
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.The Smarandache Summable Divisor Pairs (SSDP) is a positive integer pairs 7 and 7 with (7 ,7 ) 一 1 
such that &(7m) 十 La) 一 CC 十 2)， where (7 ,2 ) denotes the Greatest Common Divisor of 7 and 272。 
sing the elementary method and famous Chen Jingrun' s theoremyit was proved that there exist infinite 
positive integer pairs 7 and 7 with (7 ,7) 过 2 such that &() 十 da) 一 Cd 十 02). This made some pror- 
gress for a conjecture proposed by Amatrnath Murthy and Charles Ashbacher. 

Key words:the Smarandache summable divisor pairs;elementary method;Chen Jingrun's theoremiconjec- 


ture 
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